Some Properties of Asymptotic Cones by Hotaka Ryosuke et al.
一43一
SomePropertiesofAsymptoticCones
ヰを ヤをキ
ByRyosukeHotakaandKaneyUkiYamamoto
RecentlyprofessorG.Debreu([1コ,[2])usedseveralproperties
ofasymptoticconesinthegeneraleconomicequilibriumanalysis.
Butexplicitproofsoftheirpropertieswerenotavailablethere.
Aftershowingtheequivalenceoftwodefinitionsoftheasymptotic
cones,severalpropertiesofthemwillbeproved.
1.!V伽tionsanddefinitions.
R?ndenotesEuclidean銘 一space.
IxIdenotesanormofxforx.R?n.
レ,夕]判 〃 囲 一 ッ/川for%ッd～ 呪(舛0,舛0).
5(x,r)={二ylツdヒ帆,1ツーAfl=r}and]7(x,二γ)=={二γ{YdRm,ツ →=0,[ツ,xコ
≦ 聚}forx・Rmalldapositiverealnumberr.
r(s)denotesthesmallestclosedconecontainingSforS⊂1～ 鵬.
Σ 趨 αδ5Fα 、Si+α、s2+…+α 。Sn=={Σi"..、・Zixtlxi(si(づ一1,乙...,n)}
forrealnumberα`andSi⊂Ran(づ=1,2, ...,n)。
SL{xl」vES,国 ≧h}fors⊂1～mandanonnegativerealnumberk.
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x,ツ=一{tAr十(1一のツ10<t<1}andx,γ=一{tAf十(1一 彦)ツ10≦t≦1}for
x,yER7n。
A""S-一{xlxcRm・Thereexistsasequence{〆}suchthatMi`S@一
(1)
1,2,...),1ザ1→ ◎Q.[〆,xコ →0}for5⊂Rm.
Def;nition・ForS⊂ 」～m,theasア 〃ψ 彦oticconeof5,denotedbyAS,
(2)
isdefinedasfollows:
AS==∩r(sり.
ic≧0
t
2.Lem〃lata.
Lemma1.Foγ5⊂ 五μ,
r(S)={xixdRvn,inf〔x,ニソコ;0}U{0}.
1EhT
Proo`・PutA・={xlxdRm,infレ ,ッ〕=O}U⑩}.ObviouslyAcontainsΨ【・マ
∫andisacone.Letx≠Oand{」i,i}beasequencesuchtha七M}E/1
(n-・1,2,...)andlimAPU・=x.Foreverynandε>0,wecanfindヅa5n→o◎
suchtha七[t,i,夕η]<ε.For§ufficientlylargen,[x,xn]<εand
[x,1ソn=]≦[x,〆コ十[譜,ッ πコ<2ε,
whichimpliesinf[x,γ]<2ε.Sinceεisarbitrary,inf[x,yコ ー0.
Yfgv.eS
ThusxEA,andAisclosed.Bythedefinitionof1「(S),1、(∫)⊂A.
LettfEAandx十 〇.Thenthereisasequence{〆}suchthat」u'i、S
(n-1,2,.,.)and[x,〆コ→0.Since疑/I」t'}レ1「(S)andr(S)isclosed,
x/IxIbelongstor(5)andhencexEr(S).
Lemma2.△S--A+Sfor5⊂1～ ・n。
Prooび・L,etガ ∩r(乎)andx=tO.Bythelemmal,infレ,ッ]=O
iC≧o1κ ・㌢㌃
forallん≧0.Hencethereexistsasequence{ノ%}suchthatIッ 勘勿1≧ ん
(1)[3]P・42・
(2)[1コp.22.
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(n==1,2,_)and[x,夕 ㌦ コ→0.Foranyレ(レ=1,2,...),thereexistsan
っz(レ)suchthat[x,γvn(v)]<1/レandIッ 協(v)1≧ レ.Clearlyyvn(v)fS,
1夕vn(γ)1→oQ,[x,yvn(v)]→0.ThusxEA畳S.ItiseasytoseethatA㌔S⊂△S.
L・mm・3・Let[x,Pt]キ0.Thenthereends彦5ε>Osuchthat
tノ+(1一 の γ'キo∫ ・revery/・v(x,ε),〆 ♂(ッ,ε)andrealnumbeT乙
Proof・Supposethecontrary .Thenforeachpositiveintegern,
wecanfindノ%7(x,1/n),γ7iV(ッ,1/n)andarealnumbertnsuchthat
'♂+(1一 砺)ノ ーo,
A・'[・.y]≦レ,瑚+[君 門+[γ ・,ッ]≦2/nf… 砺[朔 一 〇.
Thisisacontradiction.
c。・。ll叫If[ay〕 ≠o,thereexistsanε>osuch伽彦
Minl〃 十(1一 のノ1>0
一 ㏄ く`<○◎
f・rallX'EV(X,ε)αnclノ・y(y,ε).
Lomma4.Letレ,夕]≠0.Thenthereisα%ε>0ωiththe/blloωivag
夕・ψ ・脇' ,
F・reveryN>OthereisanM>OsuchthatxiFV(x,ε),D〆1>M,
〆 ・ア(γ,ε)andIγノ1>MimPly
Minltxノ十(1一 のダ1≧N.
e,」;i
Pro♂,Bythecorollaryoflemma3,thereisanε>Osuchthat
C一 馳1晒(1一 のs・'"1〉・.
tEO,1
xク`V(x,ε)∩5(0ノ)
〆`y(ッ,ε)∩S(0ノ)
L・tM-N/C・ ・'♂(x・・)・1・/1>M・y'・V(y・・)・ndl/1>躍 ・Th・nl
1-I
forevery'`0,ろ
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1彦/+(・一の〆1-(彦一(・-t)1/D・ 廟 雑 義)1ア「・
丁多 「+彦1ノ(11葦鵠1げ1・ 「畜 ≧('1/1+(・-M)・c
≧M・C=N.
3・Resuttso〃asy〃rptotiecones.
P・。P。・iセi。・1・F・ranyrealnumberαands⊂R冊t,
αAS-A(αs).
Pr。。`・Wemayassumeα キ0.
XEA(αS)(3)
〈=>MiES(n--1,2,_),[x.αxn]→Oandlαxni→Qoforsomesequence
'伊}
.
〈一>M・ ・S(n-・1,2.…),[ix.M・]一 ・and囲 一 ・・f・rs・m・ ・equ・nce
{〆}.
<⇒ ÷ ・△∫
<=>XEαzAS.
Propos;tion2.{アSz⊂S,⊂Rm,AS,⊂AS,.
ProoF・Thisisanimmediateconsequenceofthedefinition .
Proposition3。If5⊂Rman4XERm,
A(s+{x})-A(5).
Proo`・ItissufficienttoprovethatA(5)⊂ △(S十{x}).If外 △S
andニ ソ=FO,thenthereexistsasequence{夕 η}suchthaty7iES.プ 。十x
十 〇(n=1,2,._),[ツ.)pa]→0,1プ δ1→QOandlニ ソn十xl→oo・
Then,
(3)〈=>me3耳s"ifandonlyif",
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[y・)pa+穿斎 「諏1
≦丁孝一r論+丁 筆r㌻ 千+麟 一丁算車差1
一囲+hx.,⊥「+1鯛 妻Lll酷編 虻ll
≦[燗+2ri51r一α
】日〔enceYE△(S十{x}).ThusA(S)⊂ △(S十{x}).
Propo5iセion4.LetS(=1～m,7「⊂=R7naっUtT=1=φ.Theつ¢,
△(5)⊂A(5+T).
ProoF・.ChooseツT.Thenbyproposition3and2,
A(s)・-A(s+{y})⊂A(5+T).
Propo5i聖ion5・Let5ン⊂R,ny(ブ=1,2,...,1ウ)・Then,
ツ ロ
A(nSj)⊂〃△Sj.
j=1」=1
ツ
Proo`・SupPosethatAfEA('1SJ)andxキ0,wherex・=(xl ,… ・xp)
ゴニコ
。nd。s,酬 ブ ー1,2,…,P).Th・n、U'・・=(x?._,瑠)轟(n-・,2,_),[燗 一'=1
0andlノ 乃1→QQforsomesequence{xn}.Foranyグ,
-
i鐸「一一 「要 丁 ・W・m・y・upP・ ・e群 αTh・n曜1-…F・ ・
sufficientlylarge?z,
1:j-「「 嬉1≦1-1麹r「覇1誹+1薪1諾 一「客1-
≦1勇1… 畜 「 タ1+剛 ・ilκll鼎1毛 ドll秀悸ll
-・」
,.."X..f「・…1を一 タ1-+-1剃丁・1嚢1-一悌TL
≦2-}汁 ・謬 一:':-1-
.一・・
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Thiscompletestheproof.
コ ジ
Rem邑rkNotethatA(nSJ)=llASJdoesnotholdgenerally.'
'=1'=ご
Take,forexample,Si=S2・={2πln=1,2,...}.Thepoint(2,3)
belongstoAS,×AS,,butitdoesnotbelongto△(51×S2).
Propo5盲セion6・Zア5λ⊂R肌(λd)and∩ASA={0},then∩Sλisbounalea.
λξAλεA
ProoS.Supposethat∩5λisnotbounded.Thenthereexistsa
λεA
sequence{i,i}suchthat譜`∩Sλ(n==1,2,_),1譜 【→ooand[必,x]λ`△
→OforsometrES(0,1).Foral1,IE,4,xEASλ ・Thusxisanelementof
∩A5λ={0},whichisacontradiction.
λcA
Propo5耗ioΩ7.ZアL/breachi(i=1 ,2,_.,メ》),Fε(⊂=」～冊1)isclosedand
(4)
AFi'sarePositivelγse〃zi-indePendent,thenΣ2塁、Fiisclosea.
Pr。。f.Let伊}beasequencesuchthat〆`Σ 量1F`@=1,2, .,.),
〆 →x,〆 一 Σ 墾、場and承 瓦(i-1,2,..,,P).If,forsomei,thesequence
{耀}i・unb・und・d・w・mayassum・th・tKn一驚r耀i-・ ・andK・≠・
(%=1,2,...).Foreachithesequence{耀/Kn}isbounded,andwe
m・y・gainassum・th・t(・/κ の 考 一 稀f・reaとhねnd
1一謡 一1騰l
forsomeio.Bythedefinitionofx言 Σ 淫1境 匹0.If搾 一 〇,then擁EAFi.
Ifx2=tO,thenl履ll→Qoand[舜,擁]→0.Thismeansx誉 ∈AF,・Thus・
fromthepositivesemi-independenceof△Fi's,oneobtains擁=Ofor
alli,whichisacolltradiction,HencethereisacompactsetKsuch
that環`Kforalliandn(i-1,2,_,P;n-1,2,...).AsΣ 竺1(K∩F`)iS
(4)[1コP・22・GivennconesCl,C2_,CnwithvertexO,theyaresaidto
b・p・ ・itiv・ly・emi-ind・p・nd・ntif`η ・(;yf・ ev・ ・yブandΣ ノ至・ η 一 〇'
in4P]ie$`Xy=Oforeveryブ!
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RomarkThesumofclosedsetsisnotgenerallyaclosedset.,
Forexample,letF,={(xl,x2)}」vl>Oandxlx2=1}andF,={(xl,x2)l
xl≦Oandx2=O}betwoclosedse七sinR9.ThenFr十1㍉={(xl,x2)1
絢x2≦1andx2>0}isnotclosed.
P・。P。・iセ1。・8・A・ ゐsea・・nvexset・ω痂 ㎎0・ontainsitsasy吻 彦・彦i・
CO%6.
Proo`・Let∫beaclosedconvexsetowningO,,vEASandx≠0.
Thenthereisasequence{疑}suchthat譜`S@=1,2,_),1必1→
Ooandレ,f]→0.Forsufficientlylargeva ,1xl/1xnl<1and
(I」tfi/1x"1)〆6.
lim⊥x㌦ ・_xs
"→・。l」tfZl
bytheclosednessofS.
PropositiOn9・コ「'heas:ソml)totioconeOfαcom/exsetisoonvex.
ProoS・LetS(⊂Rm)beconvex,xEAS,x≠0,YE△5,γ ≠Oand
レー一.}
t(0,1.If[x,ツ コ==0,x・=(lxl/llγ1)ニ ソandtAf十(1-t)二 γ=(tlxl/
IyI十1_彦)γEAS,sincetlxI/lyl十1_t>0.If〔x,」 、'コ=←0,七here
exis七sequences{xn}and{ヅ 嘔}suchthatxSiES(n==1,2,...),1κπ1→oQ,
[f,xコ→0,ynES(n=1,2,,..).1ニソnl→ooand[γn,yコ →0.
Putτn=tlxl。1プil/(彦lxI・1ツnI十(1一 の1γ1。Ixnl),9・=㍑ 十
(1一のy,2"・・τ・Me+(1一τ・)ノandζ π一'll蒼lr〆+(・ 一 のll詳llノ ・
Clearly件Oand1♂1→Oobylemma4・
1・一一ζnl==ltx+(・-t)y-t-一 一i1;:-lf.7,,n-(・-t)iillAit--yni
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≦彦国 ・1秦「1二T+(・ 一の1ツ1・丁多rT算TL・ ・
Hencewemaysupposeζ%半Oforalln.Then,
[z,en]≦[9,ζ物]→一[ζ7ゐ,zn]=[z.ζ鴨]
」 一際1チ
IIζ募{ζ"L≦1霧ζlll〒llζ宴IIζπ1+「1絶1肇写調1ζ 空「
一⊥能 ζ箔1+」-L≒
II2虹[≦Tl■・一ζ・1・
Theseinequalitiesimplyレ,♂ コ→0.Since2n`S.xEAS.
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